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اینزابخشهربزرگ کردنباکهاستهندسیساختاریفراکتال
به.دآیدستبهنخستینساختارهمانمعیننسبتبهساختار
باآنازبخشهرکهاستساختاریفراکتالدیگر،گفتاری
دیدهیکساننزدیکودورازفراکتال.استهمانندتمامش
ل هاییشکفراکتال ها.می گویندخودهمانیویژگیاینبه.می شود
نظممبه هیچ وجهاقلیدسیهندسیشکل هایخلافبرکههستند
.استیکسانمقیاس هاهمهدرآن هابی نظمیمیزانونیستند
معنیبهfractumیاfractusلاتینواژهاز((fractalفراکتال
آنصلیاشناسه هایازیکیبیانگرکهاستشدهگرفتشکسته

رارخالبواژهفارسیزبانفرهنگستان.است-بخش شدنی-یعنی
رابرخالیواژهفراکتالیواژهبرایهمچنینوکردهتصویب
وقسمتوبخشمعنیبهبرخواژهازکهاستکردهتصویب
راکتالفواژهباکهاستشدهتشکیل(چنگالمانند)ال-پسوند

.استهم معنی

:  فراکتال از دیدگاه هندسی
ولیند؛می شوتولیدایستاتوابعازاستفادهبااقلیدسیاشکال
پویا،دهایفرآین.می شوندتولیدپویافرآیندهایبافراکتالاشکال

بهآن هارفتاروهستندحافظهدارایکههستندفرآیندهایی
نیخودهماخاصیتدارایفراکتال،شکل.داردبستگیگذشته

ورمحصمحدود،فضایدرکهاستبی نهایتاشیاءاینطول.است
تشکیلمجموعه هاییزیرازفراکتالی،مجموعه های.شده اند
بزرگ ترمجموعه هایشبیهمجموعه ها،زیراینکهشده اند
ازاریبسیریاضیتوصیفقابلیتفراکتالمجموعه های.هستند
نهمیبهودارندطبیعتدررانامنظمبه ظاهروپیچیدهاشکال
ازریاضیهندسیبیانرامعماریدرفراکتالمی توانجهت،

.دانستمعماریدرطبیعت

چهار فراکتال از دید هندسی به شیئی گویند که دارای این
:باشدویژگی

.دارای خاصیت خودهمانی باشد❖
.  در مقیاس خرد، بسیار پیچیده باشد❖
. بعد آن، یک عدد صحیح نباشد❖
تکرار شوندگی و تعادل داشته باشد❖

:فراکتال از دیدگاه معماری
.استدهشبیانفراکتالمعماریشکل گیریبرایمختلفیدلایل
هخلاقانابزاریکبه عنوانرافراکتالهندسهمحققان،ازبرخی
کهالفراکتریتم هایازبویلکارلبه عنوان مثال،.کرده اندترویج
فطیایجادبرایمی شود،ایجادمیانینقطهجابه جاییتوسط

،برنامه ریزیشبکه هایمانندمعماری،سازمآن هایازگسترده ای
یمعماردر.می کنداستفادهغیرهونویزکاهشنواری،پنجره های

در.استغیرارادیوشهودیفراکتال،ظهورفرآیندبومی،
هماهنگروابطوتناسباتازالهامباانسانفراکتال،معماری
ود،می شنامیدهطبیعیفراکتال هایآنچهازبه سادگیطبیعت،

.می کندکپی

:دیگر کاربردهای فراکتال ها
ریه های انسان •
سیستم قلبی عروقی •
سیستم عصبی انسان•
سلول های انسانی •
نورون های مغز •

اریابزفراکتالیهندسهکهدریافته انددانشمندانازبسیاری
لحوسیستم هاازگسترده ایطیفاسرارکشفبرایقدرتمند

تعداددلیل،همینبهواستکاربردیعلومدرمهممسائل
ال رشددرحبه سرعتشدهشناختهفراکتالفیزیکیسیستم های

اشیایطبقه بندیوتوصیفدررامادقتفراکتال ها.است
لکامهنوزشایدامابخشیده اند،بهبودارگانیکیاتصادفی
وده اندشنزدیک ترماطبیعیدنیایبهفقطآن هاشاید.نباشند

هکباورنداینبرهنوزدانشمندانبرخی.نیستندآنخودهنوز
آنتنیسقادرریاضیمعادلههیچواستبودنتصادفیواقعیت

فتهگکدامگفتنمی توانهرچند،.کندتوصیفکاملطوربهرا
زیچیهرگزفراکتال هاافرادازبسیاریبرایشاید.استدرست

.نباشندزیباتصاویریازبیش

ی ماهیت فرکتال و کاربرد آن در طبیعت و معمار
پانیذ اردکانی ثابت، آیدا رجب لاریجانی 

1



انعطاف پذیرترینمثلث هاهندسی،اشکالمیاندر
دراساسیومهمبسیارقضایای.هستندچندضلعی

اساسوپایهقضایااین.شده اندمطرحمثلث ها بارابطه
ردفراوانیکاربردکههستندپرسپکتیوطراحی
کاربردهایدیگرازدارندنقاشی هاومدرنمعماری

ومکانیکیقطعاتصنعتی،طراحیبهمی توانآن ها
اشارهنیزایرانیفرش هاینقوشطراحیهمچنین

ازلموساشتینروسواژانسینوس ها،قضیه.کرد
هبصنعتومعماریدرکههستندقضایااینجمله
.می گیرندقراراستفادهموردبنیادیطور
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:قضیه ژان سوا

:متقارب باشند داریمPدر نقطه CZو AX,BYسه خط سوایی ABCاگر در مثلث 
𝐵𝑋

𝑋𝐶
.
𝐶𝑌

𝑌𝐴
.
𝐴𝑍

𝑍𝐵
= 1

ه هر خط که یک رأس مثلث را به نقطه ای از ضلع روبه روی آن وصل کند خط سوایی نامید: خط سوایی
.می شود

:اثبات
𝐵𝑋

𝑋𝐶
=
𝑆(𝐴𝐵𝑋)

𝑆(𝐴𝑋𝐶)
=
𝑆(𝑃𝐵𝑋)

𝑆(𝑃𝑋𝐶)
=
𝑆 𝐴𝐵𝑋 − 𝑆(𝑃𝐵𝑋)

𝑆 𝐴𝑋𝐶 − 𝑆(𝑃𝑋𝐶)
=
𝑆(𝐴𝐵𝑃)

𝑆(𝐶𝐴𝑃)

:در نتیجه داریم
𝐴𝑍

𝑍𝐵
=
𝑆(𝐶𝐴𝑃)

𝑆(𝐵𝐶𝑃)

𝐶𝑌

𝑌𝐴
=
𝑆(𝐵𝐶𝑃)

𝑆(𝐴𝐵𝑃)

:در نتیجه از ضرب نظیر به نظیر طرف های رابطه داریم
𝐵𝑋

𝑋𝐶
.
𝐶𝑌

𝑌𝐴
.
𝐴𝑍

𝑍𝐵
=

𝑆(𝐴𝐵𝑃)

𝑆(𝐶𝐴𝑃)
.
𝑆(𝐵𝐶𝑃)

𝑆(𝐴𝐵𝑃)
.
𝑆(𝐶𝐴𝑃)

𝑆(𝐵𝐶𝑃)
= 1

.عکس قضیه ژان سوا نیز برقرار است

:قضیه اشتینر لموس

.اگر نیمسازهای دو زاویه داخلی مثلثی باهم برابر باشند، آن مثلث متساوی الساقین است

دسیهنحلوشدهفرستادهاشتینرسوئیسیبزرگریاضی دانبرایلموسطرفاز1840سالمسئلهاین
ازیگردبسیاریشدباعثاینودادارائهآنبرایپیچیده ایبسیارحلاشتینر.بودشدهخواستهاوازآن

یناقبل تر،سال هایواخیرصدسالدرمنظمطوربه.برآیندمسئلهسادهحلجستجویدرریاضی دانان
.استبودهبحثموردریاضیمجله هایدر«لموس-اشتینرقضیه»تحت عنوانمسئله

:یکی از روش های ساده حل این مسئله با استفاده از دو لم زیر است

ت اگر در یک دایره دو وتر روبه رو به دو زاویه حاده محاطی نابرابر باشند، آن وتر که بزرگ تر اس: 1لم 
.روبه رو به زاویه بزرگ تر است

.ر استاگر دو زاویه از مثلثی نابرابر باشند، نیمساز زاویه کوچک تر از نیمساز زاویه دیگر، بزرگ ت: 2لم 

𝐵اگر . برای اثبات قضیه روش برهان خلف را به کار می گیریم ≠ 𝐶باشد، بنا به لم قبل نتیجه می شود

𝐶𝑁 ≠ 𝐵𝑀اما داریم ،BM=CN  بنابراین گزاره𝐵 ≠ 𝐶 غلط است، یعنیB=C.

نسبت های قضیه سینوس ها، نسبت های بیان شده در قضیه ژان سوا و همچنین مثلث

متساوی الساقین اثبات شده در قضیه اشتینر لموس به ظاهر ساده هستند، اما از مسائل

.بسیار بنیادی و مهمی هستند که کاربردهای گسترده ای در معماری و طراحی صنعتی دارند
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تارسکی -بررسی پارادوکس باناخ

و پیامدهای آن در دنیای بی نهایت

زامختلفموادبازتولیدوساختموضوعتاریخطولدر
یحتواستبودهصنعتگرانودانشمندانموردتوجههم،

را،کیمیاگریشیمی،درسریشهازبخش هاییمی توان
وطلاساختبرایتلاش:دانستمقولههمینمطالعه
ازیزنماکنونیبحث.طلابهمسمثلدیگرموادتبدیل

ایبرمطالباینخواندنچه بسانیست،دورموضوعاین
گیچگونمابحثچراکهاست؛مسرت بخشکیمیاگریهر

بدونواحد،جسمیکازمشابهنسخهچندینساخت
.استجرمیاحجماضافه کردن

:بی نهایت و نهایت آن( الف

ماًدائکهاندازه ایرابی نهایتکلی تربه صورتمی توان
یک.کنیدفرضمی شود(کمتردائماً گاهییا)زیادتر
راهتلی.است«هیلبرتهتل»قضیهآن،جالبمثال
اگردارد،اتاقشماراوبی نهایتتعدادبهکهکنیدفرض

نظربهباشد،گرفتهقرارمهمانیکاتاق هاهمهدر
مهمانبرایجاواستتکمیلهتلظرفیتکهمی رسد
شپذیربرایجاهتلاینحقیقتدرامانیست،دیگری

یدجدمهمانحضورهنگام!داردنیزدیگرمهمانبی نهایت
تاقابهکهکنیددرخواستساکنمهمانهرازاستکافی
بهدوماتاقدوم،اتاقبهاولاتاقمهمانیعنیبرود،بعدی
زمانیمهمآن ها،تمامبرایترتیبهمینبهوسوماتاق
یراییپذآمادهواستخالیاولاتاقرسیدپایانانتقالکه
!استجدیدمهماناز

ماشیعنیاینبودند،شمارامااتاق هایتعدادمثالایندر

عشرواولاتاقازوبزنیدقدمهتلراهروهایدرمی توانید
ولااتاقازبعدکهاستبدیهی.کنیداتاق هاشمردنبه

هبهرگزشمارشاین.سوماتاقآنازبعدواستدوماتاق
میاندرشماباقی ماندهعمرتمامونمی رسدپایان

وجودبااماشد؛خواهدسپریهتلراهروهای
.استممکنشمارشعملزمان بربودن،

:  شمردن بی پایان و پایان شمردن( ب

ینباعدادتعدادمی خواهیدکهکنیدتصوردیگرطرفاز
چندیکوصفربینمی دانیدآیامثلاً .بشماریدراعدددو

اینجامابررسیزمینهکهاستواضحدارد؟وجودعدد
د،بوطبیعیاعدادمنظوراگرچراکهاست؛حقیقیاعداد
شماپاسخاحتمالاً بااین وجود.می شدصفرسؤالجواب

امات؛اسدرستپاسخیبی نهایتالبتهواستبی نهایت
عی،طبیاعدادبی نهایتبینفرق.نیستکاملیپاسخ
هایتبی نبادیدیم،هیلبرتهتلدرکهبی نهایتیهمان
تاساثرگذارومهمآن قدریکوصفربینحقیقیاعداد

نیدکتلاشاگر.شدقائلتفاوتآن هابیناستلازمکه
دمقبرداشتنازپسبشمارید،رایکوصفربیناعداد
برایدیگریقدمهیچصفر،عددازشروع کردنواول

؟می شماریدراعددیچهصفرازبعد!نمی ماندبرداشتن
آنازکههستعددیکنید،انتخابکهعددیهر

بدوننمی توانیدشمابه این ترتیبواستکوچک تر
کاملراشمارشدیگر،اعدادمیاندراعدادیجاگذاشتن

چنینبه.استناممکنشمارشکلی،به صورتلذاوکنید
نمی دهد،راشمردنامکانشمابهحتیکهبی نهایتی
.گوییمناشمارابی نهایت
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:  خلأ دائماً پر شونده( ج

ست،ابی پایاناعضاتعدادبی نهایتمجموعهیکدراگر
بهاگرچیست؟آندرعضویتکیکنقشپس

کمآنازنقطهیکیاکنیماضافهنقطهیکبی نهایت
است؟بی نهایتهنوزباقی ماندهمجموعهآیاکنیم،

طمحیدرنقطهبی نهایتشاملدایرههرکهمی دانیم
لشکازوبرداریمرانقاطاینازیکیاگراست،خود

مابهبی نهایتمی دهد؟رخاتفاقیچهکنیم،خارج
هدایربرتأثیریهیچکاریچنینکهمی دهدنشان
هنقطازاگراست،گنگمقداریکدایرهمحیط!ندارد
نقطه های،rبه اندازهفاصله ایبهوکنیدشروعخالی

هنقطیکبهدوبارههرگزکنید،مشخصرادیگری
خصمشمی توانیدکهنقطه هاییتعدادلذاونمی رسید

اتاق هایمثلدرستاست؛شماراوبی نهایتکنید،
کردیم،عملهتلدرکههمان طورحال.هیلبرتهتل

خلافجهتدرشدهمشخصنقطهاولینچرخاندنبا
اینبهومی رسیمخالینقطهبهساعت،عقربه های

هکجدیدیخالیجایبرای.می کنیمپرراآنشکل
رادومشدهمشخصنقطهمشابهطوربهشده،ایجاد

.می کنیمپررااولنقطهخالیجایوچرخانده
یناواستقابل پرشدنخالی،نقطههربه این ترتیب
یدیکلتارسکی-باناخمسئلهطرحدرنتیجه گیری

!شودپردائماًمی تواندخلأهربی نهایت،در:است

تار تارسکی و تحلیل ساخ-صورت مسئله باناخ
:  کره

وشیرسه بعدی،فضاییکدرتوپرکرهیکداشتنبا
هزیرمجموعمتناهیتعدادبهشکلاینتجزیهبرای
قراردادنهمکناربابعداً به طوری کهدارد،وجودمجزا

هنسخدوبهمی توانمتفاوت،روشیبهزیرمجموعه ها
هکاستقابل توجه.یافتدستاولیهکرهازیکسان
طنقااضافه کردناجازهدوباره،قراردادنهمکنارهنگام

ند،نکتغییراصلیشکلکهطوریفقطونداریمرا
باوانمی ت.کنیمجابه جاوبچرخانیمرانقاطمی توانیم

راکرهنقاطنقطه،هربرایمسیریکفرض کردن

هنقطکهاستاینمسیرازمنظور.کرددسته بندی
«قدم هایی»باومی کنیمفرضراکرهدروندرمرکز

پایین،بالا،سمتبهچرخشاجازهمناسب،طولبه
انواعاینازدیگریترکیبهریاوراستیاچپ

مسیرازکهزمانیتااستواضح.داریمراچرخش
باردونقطهیکبههرگزبازنگردید،خودحرکت

نایبا.داردخاصمسیریکنقطههرورسیدنخواهید
آخرینحسببرنقاطدسته بندیآمادهحساب

:هستیمآن هاچرخش

ه نقاطی که برای رسیدن به آن ها آخرین چرخش ب. 1
.راست است

ه نقاطی که برای رسیدن به آن ها آخرین چرخش ب. 2
.چپ است

ه نقاطی که برای رسیدن به آن ها آخرین چرخش ب. 3
. بالا است

ه نقاطی که برای رسیدن به آن ها آخرین چرخش ب. 4
.پایین است

ملکاهنوزدسته بندیکهدیدمی تواندقتکمیبا
قاطیناماهستند؛ناشماراکره،یکنقاطچراکهنیست،

میلتکبرای!هستندشماراکردیمدسته بندیماکه
نظردرکهنقاطیبینازاستکافیدسته بندی

ملیاتعوکنیمفرضجدیدشروعنقطهیکنگرفتیم،
اینازآن هاحرکتکهنقاطیتمامبرایرانام گذاری

برایاتمام،ازپس.دهیمانجاممی شود،شروعنقطه
تکرارراکارایندیگرشدهجاگذاشته نقاطتمام

اناشماربی نهایتتعدادحالاشکبدونومی کنیم
وجهقابل تنقاطدستهیک.داریمخاصمسیربانقطه
قطبدوحرکتسریهر.قطب ها:نشده اندمرتبهنوز

کیبهکهاستاینقطب هاییچنینمشکل.می شود
ن هاآبهرسیدنبرایوندارندتعلقخاصحرکتسری

تکراردستهچندیندرلذا.داردوجودراهچندین
رابقطنقاطمشکل،اینبهرسیدگیبرای.می شوند

قبلینقاطمجموعهازودادهقرارخودجدایگروهدر
رادخودسته بندیمی توانیمحالاپس.می کنیمحذف
:کنیمکامل

نقطه مرکز شروع حرکت. 5

نقاط شروع حرکت دیگر. 6

قطب ها. 7
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: تارسکی-حل پارادوکس باناخ

ایبرکهنقاطیبگیرید،نظردررادومنقاطدسته
تماماگراست،چپبهچرخشآخرینآن هابهرسیدن

بهچرخشاینبچرخانیم،راستبهرادستهایننقاط
وکردهخنثیرابودچپبهکهچرخشآخرینراست

کهتندنیسنقاطیدیگرباقی ماندهنقاطحساباینبا
هکنقاطیتمامبلکهبود،چپبهآن هاچرخشآخرین
ایندربودچپوپایینبالا،بهآن هاچرخشآخرین

نرسیدبرایکهنقاطیبه علاوه!شده اندظاهرمجموعه
کتحرشروعنقاطیعنینیست،لازممسیریآن هابه

ابفقطشکل،اینبه.داردوجودمجموعهایندرنیز
آنازدیگریقسمت هایکره،ازقسمتیکچرخش

رایبکهنقاطیمجموعهاستکافی.آوردیمدستبهرا
هنقطواستراستبهچرخشآخرینآن هابهرسیدن
اضافهشدهچرخاندهشکلبهراقطب هاومرکزی

وندردررانقاطدسته بندیتمامماشکلحال.کنیم
حتیوساختیمنوازرااولیکرهدرواقع.داردخود

کهنقاطیمجموعه:آوردیماضافهراآنازقسمت هایی
چپ،سمتبهچرخشآخرینآن هابهرسیدنبرای
دهماناضافهحرکتشروعنقاطواستپایینیابالا

.است

باقی ماندهقسمت3بااستکافیمسئلهتکمیلبرای
برای.مبسازیکرهازرادیگرینسخهتاکنیمپیداراهی
نآخریآن هابهرسیدنبرایکهنقاطیمجموعهشروع

پایینسمتبهرابودبالاسمتبهچرخش
عشرونقاطتمامقبلی،چرخشمشابهومی چرخانیم

آخرینآن هابهرسیدنبرایکهنقاطیوحرکت
با.می شودظاهربودراستیاچپبالا،حرکت

بهرسیدنبرایچرخشآخرینکهنقاطیاضافه کردن
قطفوشدهتکمیلتقریباًماکرهاست،پایینآن ها
ردنکپربرای.داریمکمرامرکزینقطهوقطبنقاط
رنظدراستکافیمرکزی،نقطهوقطب هاخالیجای

رویمرکزی،نقطهوکرهروینقطههرکهبگیریم

دایرهیکچرخاندنباوداردقراردایرهیکمحیط
.می شودپرآنرویخالینقطههرمناسب،به اندازه

قسمت7بهراکرهیکشدیمموفقمادرمجموعپس
ازهنسخدومتفاوت،چیدنوچرخشباوکردهتقسیم

!آوریمدستبهکره

وزهنپارادوکس،اینتحققامکانپرسشمتأسفانه
یچیزریاضیاتدنیایدرایناماندارد؛قطعیپاسخ
بهتاریخدرهموارهریاضی دانان.نیستجدید

مانزدرکهرسیده اندعجیبومجردنتیجه گیری هایی
گاهیونبودهقابل پیاده سازیواقعیدنیایدرخود

آنصحتبهدیگرعلومدانشمندانبعد،سالسالیان
.کرده اندتأییدراریاضیپیش بینیورسیده اندنتیجه

حوزهایندرنیزدلگرم کننده اینظراتبااین وجود
درهآنچمشابهتوضیحیچگونهاینکهمثلاً دارد،وجود

وپاشیفرعلتتوجیه کنندهمی توانددادیم،مسئلهاین
دادتعبهآنتبدیلسپسوبالاانرژیدراتمیذرات

بامتناهیموجودیانسان.باشدذراتازبیشتری
،وجودیبعددواینتقابلدرواستنامتناهیذهنی

اگرچهکهمی دهدراوسیع تریجهانندایریاضیات
ماشدسترسیهمیشهامانیست،دسترسدرهمیشه

.می کندممکنراعلمبعدیمرزهایبه
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هندسه مقدس در طبیعت و

معماری ایرانی

:افلاطونیاجسام

هانجطریقآنازالهیآفرینندهکهراروشیافلاطونتیمالوسدر
کهیبنیاناجسامبهعنصرپنجبعدومی دهدشرحساخترادیدنی
هاتناین ها.می شوددادهنسبتمی شوند،نامیدهافلاطونیاجسام

چندآن ها،وجوهکههستندممکنمنتظموجهی هایچند
بهوجهچهارباچهاروجهی.هستندیکسانومنتظمضلعی های

مربع شکل،وجهششبامکعبمتساوی الاضلاع،مثلثشکل
متساوی الاضلاع،مثلثشکلبهوجههشتباهشت وجهی
 وجهیبیستومنتظمپنج ضلعیشکلبهوجهدوازدهبادوازده وجهی

.متساوی الاضلاعمثلثشکلبهوجهبیستبا

:الگوهادرمقدسهندسه

وحدتدرکثرتصورت هایمانندهندسیالگوهایسنتی،معماربرای
ویباییز.استزمانیبیولایتناهیایدهنمادتکرارشوندهالگوهای.است

هندسینظمیکمی شود،مشاهدههندسیالگوهایدرکههماهنگی ای
روحانیانانس.می کندمنعکسراکیهانیقوانینیعنیعمیق تر؛وبالاتر

بهرسیدنودرکوسیلهبه عنوانهندسیالگوهایکشفصدددر
.استخداوند

:طلایینسبت

نسبت.دمی شویافتبه وفورنیزطبیعتدرکهاستریاضینسبتیک
ود،می شنامیده...ومقدسبرشالهیتناسبزرینمیانگینکهزرین
یداپبنیادیاشکالدرکهاستمتعالییاعقلیمافوقنسبتیک

اینکهمی دهندنشانΦیونانیحرفبامعمولاًرانسبتاین.می شود
تاسپارتتونساختهنریمدیروآتنیمجسمه سازفیدیاس،به خاطر

گرچه.نموداستفادهکارشدرزریننسبتازکهاستاینبراعتقادکه
کمی،نظرازعددیکنهواستتناسبیکچیزهرازقبلزریننسبت

.است1.68مساویتقریباًاما
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:تاریخیبناهایهندسیتحلیل

به ویژهاسباتتنازکاملیدانشازکهاستکردهثابتایرانیتاریخیبناهایازبسیاریهندسیتحلیل
ایرانییزیبایی شناساساساینواستشدهاستفادهایرانیمعماریدروسیعیطوربهزریننسبت

مثلث هایومربع هاازچهارچوبیدرقائممقطعوپلانایرانیبناهایازبسیاریدر.استبوده
ا،درهارتفاعوعرضنظیرمهمثابتنقاطهمهآن هاتقاطعمحلکهمی شدطراحیمتساوی الاضلاع

متقسهراندازهبنابراینمی کرد؛مشخصراغیرهوکتیبه هاموقعیتسالن ها،ارتفاعوطولعرض،
اجزایازمجموعه ایساختمانیکلذابود؛مرتبطدیگرقسمتهربهمعینیتناسببه وسیله

وحرکتضافبهکهبودمتناسبارتباطاتبااجزاازموزونوهماهنگترکیبیبلکهنبود؛غیرمتجانس
درزریننسبتازکاملیدانشکهمی دهدنشانهندسیتحلیلمثالبرای.می دادآرامشچشمبه

.استبه کاررفتهتخت جمشیدپلان

کهتاسدوازده وجهیافلاطونیجسموجوهشکلزرین،نسبتشاملپنج ضلعیکهمی شودیادآوری
نمادن هاایهمهواستمارپیچوپنج رأسیبامتقابلارتباطدرپنج ضلعی.استاثیریاکیهاننماد

معماریالگوهایطریقازمی توانرامفاهیماین.هستندحیاتتجدیدوجهانیعشقکیهانوجود
دریواریددرکاشیازاستفادهباخطاطیوهندسیالگوهایازترکیبیک.دادتوضیحایراناسلامی
مسجددرمشابهیهندسیالگویمورددرکریچلوکههمان طوری.استموجودیزدجامعمسجد
درج پرپنستارهپنج رأسییکبامحیطیپنج ضلعیعدددهشکلاینمی کندبیاناصفهانجامع
برارهستاینپرهایوگرفته اندقرارپردهستارهیکدورمتقارنبه صورتکهمی دهدنشانراداخل
یاکیهانیانانس(ص)محمدمقدسنام.هستندمرتبطپنج ضلعیضلعبازرینمیانگینتناسباساس
.استچرخیدهپنج پرستارهیکحولالهی

8



.استشدهمعماریطراحیوساختپروسهواردآن هادرموجودهندسینظموفرم هابنیادینعلمگفتمی توان
باتعاملطریقازرونداینبرمی تواندهندسه.می گرددآغازآن هامیانارتباطاتوالمان هابامعماریاثریکساخت
نوانبه عشکل هاتغییروزوایاتناسبات،همچنینوپروسهایندراصلیالمان هایبه عنوانهندسیاشکالوفرم ها

لشکراساختپروسهپایهواساسسازه هاوساختارها.باشدتأثیرگذارشده،مطرحالمان هایمیانموجودارتباطات
.می کنندپیرویمتنوعیعلمیاصولازکههستندنظم دهنده ایکلیسیستم هایواقعدرسازه ها.می دهند

هارمونی به عنوان یک اصل در روند شکل گیری یک اثر هنری-

هنریارآثتولید.استمطرحمعماریتاریخچهدرهنریآثارشکل گیریدربنیادیناصلیکبه عنوانهارمونیمفهوم
.می گیردصورتزیبایی شناختیمقولهبامرتبطمباحثبه عنواننظموهارمونیهماهنگی،اساسبر

فیثاغورس•

هنریاثرکیشکل گیریدرمی توانداصلیک.می دهندرخکلیاصولیتحت تأثیررویدادهاتمامفیثاغورسدیدگاهدر
لومعموسیقی،وستاره شناسیهندسه،حساب،.باشدداشتهنظردرراریاضیقواعددرموجودنظماگرگردد،مطرح

وهارمونیهکبودشدهمتقاعدفیثاغورس.شکل گرفته اندفوق الذکرکلیقواعدمبنایبرکاملاً کههستندچهارگانه ای
.شوددرکبه خوبیریاضیقواعدواعدادطریقازمی تواندهستیجهاندرموجوداصولوموضوعاتتمام

کپلر•

یوهانساثر«جهاندرهارمونی»کتابدراست،مطرحجهانسراسردروعلومتمامیدرکهمفهومیبه عنوانهارمونی
مفهوماست،مشهورریاضی دانوستاره شناسدانشمند،یککه(1571-1630)کپلریوهانس.استشدهبیاننیزکپلر

.می کندبیانافلاطونیاحجامخصوصاًهندسه،اساسبرراهارمونی
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نسبت طلایی• 

بردهارکبهموسیقیومعماریهنر،دروگرفتهنشأتطبیعتازکههارمونیبنیادیناصول
 دهندهنشانطلایینسبتمفهوم.هستندقابل مشاهدهطلایینسبتدربه خوبیمی شوند،
.استهندسهوطراحیمبحثدوسازگاری

تقارن و تغییر شکل-

بااتنگتنگارتباطیکهاستتقارنکانسپتمعماریتاریخچهدردیگربنیادینمفهومیک
.داردهارمونیمفهوم

کانسپت های فضایی هندسی و معماری-

سهپرودرخصوصاً.می گیردشکلهندسیفضاییکانسپتیکاساسبرمعماریفضای
.می شودتعریفهندسیفضایباارتباطدرمعماریطراحی،

ومعلوتمامبرحاکماصلیبه عنوانهارمونیمفهومباهندسهومعماریطراحیمیانارتباط
مفهوموهندسیریشههارمونی،واژهازکهندریافت هایبرآنالیزی.می شودآغازمخلوقات،

 هایرشتهوعلومامروزه.می سازدروشنطراحیاصولوعلومتمامبرایراکانسپتاینبرتر
.گرفته اندفاصلهیکدیگرازبه شدتمواردبیشتردرمختلفهنری
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کاشی کلاه شکل

میلادی،2023سالاوایلدر«شکلکلاه»کاشیکشف
هندسهوکاشی هادربارهپژوهشسالصدهااوجنقطه
تئوریتاریخچه یبررسیبرایبهانه ایواستآن ها

 ایتکرارشوندهالگوهایهرروزهما.استشدهکاشی کاری
اهیگکههستندعادیمابرایبه قدریکهمی بینیمرا

ساختمان هاآجرنمایمثل.نداریمآن هابهتوجهیهیچ
،ریاضی دانان.زنبورهاکندویهشت ضلعیساختاریا

مناظرایجادبرایتکرارشوندهشکل هایاینازقرن ها
بااکاشی کاری هساده ترین.می کرده انداستفادهبدیع

سانیکزوایایواضلاعباچندضلعیکاشی هایاستفاده
تندمی گرفقرارهمکناربه طوریواستمی گرفتهانجام

ثلث ها،مازکار،اینبرای.بپوشانندکاملاً راسطحیککه
.می کنیماستفادهشش ضلعی هاومربع ها

کاشی هایحوزه یدرپژوهش ها،1918سالاز
کهداشتادامه2015سالتاوشدشروعغیرمنتظم

ولعیپنج ضغیرمنتظمکاشی هایدربارهدرخشانینتایج
.شدارائهشش ضلعی

الگوهایتمام:کردثابترائومایکل،2017سالدر
ومغیرمنتظپنج ضلعی هایباکاشی کاریبرایممکن

. اندشدهکشفغیرمنتظمچندضلعی هایسایرهمچنین

وآینه ایتناوبی،تقارندارایکاشی کاری هااین
ارن هاتقاینازترکیبیمی توانحتیوهستندچرخشی

سالدر.کردپیاده سازیکاشی کاری هااینرویرا
نایکردثابتروس،بلورشناسفدوروف،اوگراف،1891

البته.کردترکیبمی توانروش17بهتنهاراتقارن ها
.ندارندتکرارشوندهالگویکاشی کاری هاتمامکه

زدحدسوانگهائونامبهمنطق دانی،1961سالدر
کاملبه صورتراسطحیکبتوانندشکلتعدادیاگرکه

همنظممتکراریالگویبابتوانندبایدکنند،کاشی
حدساین.بپوشانندکاملبه صورتراسطحهمان
فقطکهکاشی هاییکشفباویدانشجویتوسط

ردد،می پوشاندنراسطحیکغیرتکرارشوندهبه صورت
.شد

عمومودانشمندانریاضی دانان،الگوها،واشکالاین
ریدیگسؤالاکنونامابودند؛خودکردهشیفتهرامردم
اشیکیکفقطازمتشکلمجموعه ایآیا:بودشدهایجاد
رطوبهفقطوفقطراسطحیکبتواندکهداردوجود

بپوشاند؟غیرتکرارشونده
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ریاضیاتهبعلاقه مندوچاپبازنشستهتکنسینیک!کردشوکهرادنیاآماتورریاضی دانیکهمباز،2023سالدر
ازاو.دکرکشفراآن هاازبی نهایتخانوادهیکبلکهغیرتکرارشونده،کاشییکنه تنهااسمیتدیویدنامبه

بههندسیادهسانیشتینکاشییکهمباوگرفتکمککاشی کاریتئوریوریاضیاتکامپیوتر،علوممتخصصان
.کردندارائه(استتیشرتیکشبیهمی کردندفکراینترنتدرکه)«کلاهکاشی»نام

رااشی هاکیک هفتمتقریباً باید،«کلاه»باسطحیککاشی کاریبرای.داشتوجودپیشرفتجایهنوزبااین حال
:ریدمی خکاشینوعدوبایدکند،کاشیکلاهکاشیباراخودحماممی خواستکهصاحب خانه ای.می کردندوارونه

بود؟ضروریواقعاًاینآیا.آنآینه ایتصویرواستانداردکاشییک

کپی هایبهازنیبدونراسطحمی توانستکاشیاین.کندپیدارا«اسپکتر»نامتناهیخانوادهآندرتوانستاسمیت
.کندکاشی کاریشدهبازتاب

هممکمک هایبهکهکشف هااین.هستیمکاشی کاری هاریاضیاکتشافدرحیاتتجدیدبحبوحهدراکنونما
دانشیمرزهاپیشبردبرایرایانه هاقدرتازومی بخشدالهامراریاضیهنرمندانخلاقیتاست،کردهتکیهآماتورها
.می رساندطراحیوهندسهتقارن،ماهیتمورددرجدیدیبینش هایبهراماومی کنداستفاده

12



نماهایفرش ها،گلیم ها،طراحی هایومواردکلیه
.استهندسیاصولازبرگرفته...وتاریخی

چیدمانبرایراهیقرون وسطیدرمسلمانهنرمندان
هبمنجرکهبودندکردهپیداپازل مانندموزاییک های

کهالگوهایی.شدسطحپوششدرتازه ایالگوهایابداع
.کردندکشفراآنهامعاصرریاضی دانان

پیرویالگواینازگذشتهقرونکاشی کاری های
کیمنظمتکرارازبودنمتقارنوجودباکهمی کنند

.نمی آیدوجودبهخاصطرح

تکرار

چند بار تکرار در لغت به معنای بازگفتن، دوباره گفتن و
.گفتن یک مطلب است

:  انواع تکرار

تکرار شکل

تکرار اندازه

تکرار رنگ

تکرار بافت

:  روش های ایجاد تنوع

تغییر در اندازه

ایجاد حرکت بصری

فرم های گوناگون

رنگ آمیزی

الگوهای تکرار

:  انگیزه های تکرار

طبیعتبازنمای ریتم و تکرار 

حرکت بصری و نمایش گذر زمانالقای 

ایجاد فضای نامتناهی و نامحدود

تأکید بر اهمیت نقشی خاص

نقوش مقدس

نقوش شاهان

نماد قومی

هقضیطبقتصویریفرش هایدرهفده گانهالگوهای
 هایگروهتعدادمتناهیبعدبافضاییهردربپیرباخ
.متناهی اندبلورین

عدد 17تعداد این گروه ها در فضای دوبعدی یا صفحه 
.ستپس تکرار به هفده الگو یا روش امکان پذیر ا. است

ضوع در بین قالیچه های تصویری ایران قالیچه های با مو
.داستانی فراوان تر است

داستان هایاززیرابوده؛شهرنشینانآنبافندگان
.بودندخبربابیشتری

ودوجوکتاببهدسترسیباسواد،افرادمیزانشهردر
موجبرامهمینوبودهبیشترداستانبیانبراینقالان

.بودشهرسطحدرتصویریفرش هایگسترش

یکازمعروفصحنه هایروستاییمناطقدرالبته
.استشدهکشیدهتصویربهنیزداستان

13
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طرح درختی نیریز

اختشنبهکهتصویریعنصرمهم ترین
کمکفرشمتندربه کاررفتهالگوی

جهتکهاستپرندگانیفرممی کند
ودخبهرامخاطبنظرنگاهشانمتفاوت

نگاهجهتدراختلافهمین.کردهجلب
ایلاتازفرش هایینمونهدرپرندگان
.داردوجود(بهارلو)خمسه

یاانگلستنقشهدرتکرارشوندهالگوی
درکهاستپی ام امالگویچهارباغ
کارهبیکسانگلستاننقشه هایتمامی
ترنجلچکنقشهپدیدارشدن.می رود
کاملنمایشبه جایکهاستزمانی
اساطیریباغمختلفقسمت هایوطرح

شنمایآنازقطعه اییاگوشهباستانی
وآبجوییکباقطعه ای.می شدداده

ندچطرح هایکهآبگیرپنجیاسه،چهار
داپیآن هاازترنجسهمخصوصاًوترنج
.استشده

هبکهاستعلمینقوش،هندسهکلدر
براآن هترکیبونقوشایجادچگونگی

دازدمی پرهندسیتناسباتوقواعدپایه
علمنقوش،هندسهبه عبارت دیگرو

.نقش هاسترسمچگونگی

باافضهندسیتقسیم بندیگره سازی
شاملواستمشخصومعینشکل های
باوهندسیبه صورتکهاستتزئیناتی

همی شود،به طوری کرسممشخصیقواعد
پدیدبزرگبسیارقطعاتهیچگاه
نکوچک ترینسبتحداکثرونمی آید

ازشبیواحدبزرگ ترینبهتقسیمواحد
هنردرواقع.نیستهشتبهیک

درومحدودکردنوخردگره سازی
واحبتص.فضاستتسخیرکردننتیجه

استنامحدودجهانازبخشیتسخیر
یگویاآنشعاع گونهوسیاراضلاعکه
.استنکتهاین
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گره

عبارت است از ترکیبی یکپارچه                                      
از نقش های هندسی متنوعی که                               

در یک چارچوب مشخص به طور                           
.هماهنگ و مکمل قرار گرفته اند

در معماری اسلامی گره ها به یک                              
نوع زیبایی شناسی و طرح هنری                                

ه اشاره دارد که با استفاده از خطوط منحنی و پیچید
.                          طراحی می شود

چیده و این گره ها با ترکیب خطوطی معمولاً به شکل پی
دقیق طراحی شده و به عنوان عناصر تزئینی در 

ساختمان ها، مساجد و سایر سازه های اسلامی استفاده
.  می شود

واگیره

جرای کوچک ترین جزء قابل تکرار هر گره به تنهایی در ا
گره به کار نمی رود؛ بلکه پس از تکرار در جهت های 

.خاص، گره نمایان می شود

واحد گره

ود قسمتی از گره است که از تکرار واگیره حاصل می ش
.و همه  ویژگی های گره در آن آشکار است

آلت گره

عبارت است از هر واحد از مجموع نقوش هندسی که در 
ار قرار گرفته باشند؛ لذا واحد ک( واحد گره)یک زمینه 

.گویند« آلت گره»در گره چینی و گره سازی را 

انواع گره های کند، تند و شل

ؤ

زهرا محمدی کرمجوان
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مسئله ی سیزده کره و 
کاربردهای آن

مسئله ی سیزده کره چیست و اصلاً از کجا آمد؟

هکمعروفدانشمنددوکهشدشروعآنجاییازداستان
همبابود،گریگوریدیویددیگریونیوتنآن هاازیکی

یکشعاعبهکرهچند»:کهکردندپیدااختلاف نظر
«؟باشندمماسشعاعهمانباکره ایبرهم زمانمی توانند

(.استواحدکره هاهمهشعاع)

تننیوجنابمحضردرگریگوریکهاستموجودروایتی
ازکهمی کردندصحبتسیاراتراجع بهیکدیگرباوبوده
یوتنن.می پردازندمسئلهاینبهومی شوندمنحرفبحث

گریگورینظردرحالی کهاست،کره12پاسخبودمعتقد
چرابیایدپیشسؤالشمابرایاستممکن.بودکره13

انجامراچینشوقتیچونتا؟13می گفتگریگوری
ومی شویمروبه روقابل توجهیخالیفضاهایبامی دهیم

 ایبه گونهراکره هامی توانآیا»:کنیمفکراستممکن
ره یکوکرداستفادهخالیفضاهایاینازبتوانکهچید

«داد؟قرارآنجادرراسیزدهم

حرفروینباید:اخلاقینتیجه).است«خیر»پاسخ
!(زدحرفنیوتنجناب

ردکارب»:...داریمریاضیمطالبهمه راجع بهکهسؤالیاما
«چیست؟مازندگیدرمسئلهاین

چه.همراهتلفنباارسالیپیام هایهمینمثالبرای
.می پردازیمبدانباشید،صبوردارند؟همبهربطی

منتقل1و0طریقازراپیام هاماکهمی دانیداحتمالاً
پیشمشکلیپیام هااینانتقالدرکنیدفرض.می کنیم

،«.یدکناعدامشنیستلازمبخشش،»به جایمثلاً.بیاید
!شودارسال«.کنیداعدامشنیست،لازمبخشش»

صدقکهاستاینکلامفحوایاماشده،غلومثالایندر)
اینبایدچطور(.استبی عیب ونقصپیامیارسالما

یپیامدرداریمقصدکنیدفرضکنیم؟حلرامشکل
می خواهیموکرده ایمپرتابراسکه ایکهبگوییم

و0دبیایشیراگر.خطیااستآمدهشیرکنیممشخص
د،بیایپیشاشتباهیاگر.می فرستیم1بیایدخطاگر

؟چیستراه حل!می کندتغییربه کلیماپیاممعنای

فایده  . فرستاد111، 1، و به جای 000، 0می توان به جای 
:این کار چیست؟ دو فایده دارد

ه می شود اگر اشتباهی پیش بیاید، گیرنده ی پیام متوج( 1
.که اشتباهی پیش آمده است

کهبلپیش آمده،اشتباهیکهمی شودمتوجهنه تنها(2
.بزندحدسرادرستپیغاممی تواند

یشپاشتباهیکهمی شودمتوجهپیامگیرنده چگونهاما
گیرنده .می کنددریافت100ویکنیدفرضاست؟آمده
هراگرمی داندوداردرا111یا000دریافتتوقعپیام

پیشمشکلییعنیکند،دریافتاین هاجزبهچیزی
.استآمده

دسحرادرستپیغاممی تواندچگونه:بعدیسؤالپاسخ
تعدادچوناست،کردهدریافترا100کهوقتیبزند؟

000بهیعنیاست،1رقم هایتعدادازبیشتر0رقم های
.استشیرمنظوراحتمالاًپس.111تاهستیمنزدیک تر

هکمی شودمتوجهنه تنها:بگیریدنظردررازیرجدول
دسحرادرستپیغاممی تواندبلکهپیش آمده،اشتباهی

.بزند

وانبه عنراچپسمتستونمحتویاتتماممی توانپس
انبه عنوراراستسمتستونمحتویاتتمامو،«شیر»
.کردترجمه«خط»

ه ی اما ارتباط مطالب بالا با مسئل
!کره چیست؟13

حالت های ممکن برای
امدن خط

حالت های ممکن برای
امدن شیر

111000

011100

101010

110001

غزل صدقی آزاد
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رابالاعددهشتازیکهرماکهصورتبدینچگونه؟.بگیریمنظردرهندسیتعبیرفوقمطلببرایمی توانیمما
.شدندسه بعدیفضایدرنقطه هاییبهتبدیلممکن،پیام هایتماملذامی دهیم؛قرارمکعبیکگوشه در

ومکعبیکدراست،«شیر»آن هامعنیکهپیام هاییتمامبه طوری کهمی دهیم،قرارراکرهدوبالا،شکلدرما
.گیرندقراردیگرمکعبدراست«خط»آن هامعنیکهپیام هاییتمام

معنیاینبه،بگنجانیمرابیشتریکره هایبتوانیمهرچهماکهاستاینکرهسیزدهمسئله بافوقمسئله ارتباط
مسئله یوعیبه نداده هاانتقالمسئله یکهگفتمی شوددرواقع.دهیمانتقالرابیشتریاطلاعاتمی توانیمکهاست

.نیستکره هاچینشنحوه جزبهچیزیکره13مسئله یکهمی دانیمواستکره هاچینش
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Cabriافزارنرم 3Dچیست؟

رویبرمختلفالمان هایوعناصررسمبه منظورویژهوقدرتمندریاضینرم افزارهایازیکینرم افزاراین
.استدیگریکبهنسبتنیزومختصاتمبدأبهنسبتآنهاموقعیتویژگی ها،تبیینوسه بعدیفضای

Cabriافزارنرمکاربردهای 3D

مطالعه و تحقیق عملی                                                                    ( 2طراحی و مدل سازی                              ( 1
تدریس درس های هندسه و ریاضیات   ( 4آموزش هندسه سه بعدی                          (3

آشنایی با منوها و محیط کاری نرم افزار

قسمت منو نرم افزار

ابزار ساختارهای 
وابسته

ابزارهای سطح

ابزارهای نشانگر

ابزار محاسبات

ابزار 
چندوجهی های 

منتظم

چندوجهی ها

ابزارهای منحنی

ابزارهای نقاط

ابزار چندضلعی های 
منتظم

ابزار تبدیلات
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کار با نرم افزار
ابزارهای نقاط

نقطه تقاطع دو 
منحنی

نقطه روی ضلع یک 
شئ

نقطه تقاطع یک 
منحنی و صفحه

نقطه تقاطع سه 
صفحه

ابزارهای منحنی

دایره تقاطع کره و 
خط شامل یک ضلع صفحه

چند وجهی

کمان

نیم خط

بردار ایجاد شده 
توسط دو نقطه

شده توپاره خط 
ایجاد سط دو نقطه

خط تقاطع 
دو صفحه

هذلولی

ابزارهای سطح

صفحه

مخروط

استوانه

مثلث

قطاع

نیم صفحه
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ابزارهای تبدیلات

چندوجهی ها و ابزار چندضلعی های منظم

ابزارهای ساختارهای وابسته                         ابزار چند وجهی های منتظم
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سنگانندمشیئیوقتیباشیمپذیرفتهکنیدفرض
سپس.می رودبالاسمتبهمی کنیم،رهارا

اگر.مکنیرهاراسنگچندوبرویمبیرونمی توانیم
کهمی شویممتوجهباشد،نداشتهعیبمخمان

!استغلطبودیمپذیرفتهآنچه

شان حال چگونه آزمایشی می توانیم انجام دهیم تا ن
ر، یا به عبارت دیگ. دهیم فرض هذلولوی غلط است

حیح نشان دهیم که نقیض آن، یعنی اصل توازی ص
!است؟

:  پیش از همه باید معنی این حکم را بفهمیم
آن را « رهاکردن»و « سنگ»در مثال فوق معنی 

 مقتضای خیلی خوب فهمیده بودیم و توانستیم به
!                                    این فهم خود عمل کنیم

استنقطه ایPاست،«خط»یکLاینکهاما
داردوجودLبا«یکتاموازی»یکیاآن،برغیرواقع

!چه؟یعنیمی گذرد؛Pبرکه

را به کمک کاغذ، « خط ها»و « نقطه ها»می توانیم 
.مداد و خط کش نشان دهیم

فرض کنید 
𝑃𝑄

را از نقطه mو خط Lرا عمود بر 

P عمود بر
𝑃𝑄

Pرا از  nسپس خط . رسم کرده ایم

را 𝜀0چنان رسم کرده ایم که زاویه بسیار کوچک 
.بسازدmبا 

یقاً دقمی توانیماقلیدسیمثلثاتازاستفادهبا
دورmرویبربایداندازهچهکهکنیمحساب
برسیم؛می برد،راLخطnکهنقطه ایبهتاشویم

ممکنهنقطاینباشد،کوچکبسیاربسیاراگرولی

ورتصایندر.باشددورترکیلومترمیلیون هااست
تادهیمانجامراآزمایشاینعملاً نمی توانیم

!نیمکثابتراهذلولویبنداشتغلط بودنبتوانیم

:1قضیه ماورای ریاضی 

ولوی اگر هندسه اقلیدسی سازگار باشد، هندسه هذل
.هم سازگار است

هم زیر اگر فعلاً این قضیه را درست بدانیم، نتیجه م
:را به دست می آوریم

رگز از اگر هندسه اقلیدسی سازگار باشد، ه:نتیجه
رای روی بقیه اصل های هیلبرت، برهان یا بطلانی ب
اصل توازی پیدا نخواهد شد، یعنی اصل توازی 

.مستقل از اصل های دیگر است
یم، برای اثبات این نتیجه، خلاف آن را فرض می کن
جود یعنی می پذیریم که برهانی برای اصل توازی و

هد پس هندسه هذلولوی ناسازگار خوا. داشته باشد
ات شده  بود، زیرا بنداشت هذلولوی با یک قضیه اثب

حکم 1تناقض دارد؛ ولی قضیه ماورای ریاضی 
می کند که هندسه هذلولوی نسبت به هندسه 

ند که این تناقض ثابت می ک. اقلیدسی سازگار است
برهان . )هیچ برهانی برای اصل توازی وجود ندارد

خود همین فرض که هندسه اقلیدسی ( خلف
م سازگار است، مؤید این است که هیچ بطلانی ه

!برای اصل توازی وجود ندارد

P
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:کلاین-مدل بلترامی

.می نامیم« مدل کلاین»را ( کلاین-مدل بلترامی)برای اختصار، این نخستین مدل 

در صفحه ( نامیده« مطلق»که کیلی آن را )را 𝛾یک بار برای همیشه دایره

یک شعاع آن باشد، بنا برORو  𝛾مرکز Oاگر . اقلیدسی تثبیت می کنیم

.OX<ORاست که Xمجموعه همه نقطه هایی نظیر 𝛾تعریف، درون 
.معرف نقطه های صفحه هذلولوی هستند𝛾در مدل کلاین نقطه های درون 

بته معنتی « واقتع بتر»رابطته . معرف خط های صفحه هذلولوی هستتند𝛾در مدل کلاین وترهای باز *** 
بر خط اقلیدسیPواقع است بدین معنی است که A)(Bبر P: معمولی آن گرفته می شود

𝐴𝐵
Bو Aو میان 

لی روشن بیان می شود که خی« میان بود»با نسبت معمولی اقلیدسی « میان بود»قرار دارد و رابطه هذلولوی 
.***خیلی پیچیده تر است« قابلیت انطباق»ولی بیان . است

ه یادآوری می کنیم پاره خطی ک!!
را به 𝛾از دایره  Bو Aدو نقطه 

نامیده ABهم وصل می کند، وتر 
می خواهیم پاره خط ها را . می شود

ر بدون مبدأ و منتهایشان در نظ
از بگیریم، این پاره خط ها را وتر ب

نشان می A)(Bمی نامیم و با 
!!دهیم

O

X

R
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:«کلاین»1بنداشت وقوع 

𝛾دایرهدروندرBوAمتمایزنامشخصنقطهدو
.شده اندداده

Aکهچنانداردوجود𝛾ازLبازوتریکتنها
ثابتبایدما.واقع اندآنبردوهرBو

هندسهدرقضیهیکاین،کهکنیم
،مشابهطریقبهو)استاقلیدسی

اردیگربنداشت هایهمهتعبیرهای
براییک باروقتی(.کنیمثابت

بنداشت هایکهشدثابتهمیشه
هندسهدرقضایاییشده،تعبیر

جودوبردلیلیهرهستند،اقلیدسی
اقلیدسیهندسهدرتناقضیک
رضفاینبهاستنادبا.می شودتعبیر

است،سازگاراقلیدسیهندسهکه
یلیدلچنینهرگزکهمی گیریمنتیجه

گارسازاقلیدسیهندسهاگربنابراینندارد؛وجود
.بودخواهدسازگارهمهذلولویهندسهباشد،

رهایتعبیکهکنیمثابتوبرگردیمبایداکنون
کلاینمدلدرهذلولویهندسهبنداشت های

1وقوعبنداشت.هستنداقلیدسیهندسهازقضایایی
:نیممی کثابتکردیم،بیانبالادرکهرا(کلاین)

:برهان

فرض.شده انددادهγدروندرBوAنقاط
می کنیم

𝐴𝐵
.باشدآنهاازگذرندهاقلیدسیخط

DوCمتمایزنقطهدودرراγدایرهخطاین
بناودارندقرارC)(DبازوتربرBوAپس.می برد

روتتنهاایناقلیدسی،هندسهاز1وقوعبنداشتبر
.دارندقرارآنبرآن هادویهرکهاستبازی

هندسهازقضیه ایازبرهان،دوممرحلهدر
درونازگذرندهخطمی کندبیانکهاقلیدسی

استفادهمی برد،متمایزنقطهدودرراآندایره،
ایرهدپیوستگیاصلرویازمی توانرااین.کردیم

.کردثابت

:مدل های پوانکاره

هپوانکارهنریبهمنسوبقرص،شکلبهمدلی
هذلولیصفحهنقاطمعرفنیز(1854-1912)

دادهنشان𝛾اقلیدسیدایرهدرونینقاطباکهاست
.استدیگرگونه ایبهخط هانمایشولیمی شود،

یعنی)γمرکز،Oازگذرندهبازوترهایتماماولاً
خطمعرف(Lمانند𝛾دایرهبازقطرهایهمه

ودعمدوایرازبازیکمان هایباخط هابقیه.هستند
ضفربگوییم،دقیق تر.می شونددادهنشان𝛾بر

ازهریکدر).باشد𝛾برعموددایره𝛿می کنیم
نقطهآنگذرندهشعاع هایدایره،دوتلاقینقاط
(.عمودندبرهم

دستبهmبازکمان،𝛾دایرهدرونو𝛿تلاقیاز
درهذلولویخطیکتعریف،مطابقکهمی آید

.استپوانکارهمدل

برعمودmبازکمانیکیا𝛾ازLبازقطرهرلذا
𝛾خط»یاپوانکارهخطیکراP»یک.نامیممی

خط«برواقع»زمانیرا𝛾دایرهدروننقطه
واقعآنبراقلیدسیمعنایبهکهگوییمپوانکاره

تعبیر«بین»یا«میان»واژههمچنین.باشد
Aنقطهسهبرای).داردراخودشاقلیدسیمعمولی

،BوCدایرهازبازیکمانبرکه𝛿،برعمود𝛾به
کهاستCوAبینزمانیBباشند،واقع،pمرکز
pBبینpAوpCباشد.)

تعبیر قابلیت انطباق برای پاره خط ها در مدل      
پوانکاره، درست مثل تعبیر آن در مدل                   

کلاین پیچیده است، زیرا بر اساس                   
نوعی اندازه گیری طولی نهاده که با          

اندازه گیری معمولی اقلیدسی متفاوت ا              
.است

𝛾در درون دایره Bو Aدو نقطه نامشخص متمایز 
.داده شده اند
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:کلاین-تعامد در مدل بلترامی

حبت در اینجا تنها می خواهیم از آن زاویه هایی که با مکملشان قابل انطباق اند، یعنی از زاویه های قائمه، ص
.کنیم

عمود mبر Lبرای آنکه در مدل کلاین بیان کنیم که چه موقع . باشندγوترهای باز mو Lفرض می کنیم 
:است، دو حالت را در نظر می گیریم

عمود است اگر و mبه معنی کلاین بر Lدر این صورت . قطر دایره استmو Lیکی از دو خط : حالت اول
.  عمود باشدmبه معنی اقلیدسی بر Lتنها اگر 

!mقطر دایره است و نه Lنه : حالت دوم

نامیده شده و به ترتیب زیر تعریف Lرا که قطب 𝛾واقع در بیرونP(L)یک نقطه Lدر این حالت به خط 
.می شود وابسته می سازیم

.  باشندLدر دو سر 𝛾مماس هایی بر t2و t1فرض می کنیم 

Lموازی نیستند، زیرا t2و t1. )استt2و t1تنها نقطه مشترک P(L)در این صورت، مطابق تعریف 
!(قطر دایره نیست

را به معنی اقلیدسی mبه معنی مدل کلاین بر هم عموداند اگر و تنها اگر وقتی mو Lمعلوم می شود 
.بگذردLامتداد دهیم از قطب 
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هندسه دلپذیر

تشابه در صنعت

: تشابه

ه دودوبآن هازاویه هایاگرنامندمتشابهرامثلثدو:مثلث
.باشندمساوی

ایزاویه هبهنظیراضلاعباشند،متشابهمثلثدواگر
.برابرندمساوی،

ه هایزاویاگرگویندمتشابهراچندضلعیدو:چندضلعی
.دباشنمتناسبآن هانظیراضلاعومساویدوبه دوآن ها،

: تجانس

یک نقطه ثابت در صفحه مختصاتOفرض کنیم نقطه  
به ′Aنقطه. یک عدد حقیقی باشدK>0و یا K<0بوده و 

می نامیم درصورتی که سه Kبا نسبت تجانس  Oمرکز
: شرط زیر برقرار باشد

.در امتداد یک خط راست باشند′AوAو Oسه نقطه  ( 1
باشد؛  Oاز Aبرابر فاصله  Kمساوی Oاز′Aفاصله ( 2

یعنی
OAOA′ = 𝑘

وAنقاطوOAنیم خطروی′AباشدمثبتKاگر(3
A′نقطهطرفیکدرOاگرهمچنین.دارندقرارK

.گرفتخواهدقرار′AوAوبینOنقطهباشدمنفی

متشابه الوضعومتشابهشکلدومتجانس،شکلدو
.هستند

:  کاربردهای تشابه
:سینما

دیکاربرمی شود،مشاهدهسینماپردهرویکهتصویری
.استتجانسازکاربردیدقیق تربه طوروتشابهاز

:  وسیله سایه آنتعیین ارتفاع برج به

فرضآنسایهانتهایبهبرجسرازراستخطیابتدا
ه طورب(.می دانیمرامیلهطول)میلهیکسپسمی کنیم،

خطرویکهقسمیبهمی گذاریم،برجسایهرویعمود
.می نامیمNوMراآنسردووبگیردقرارنیزفرضی

ودتشابهاثبات)متشابه اندMNCوABCمثلث هایحال
راABبرجارتفاعمی توانزیررابطهاز(.استبدیهیمثلث

.آورددستبه

AB

AC
=

𝑀𝑁

MC

:  تعیین ارتفاع یک جسم بلند به کمک آینه

اندازه گیریراABدرختارتفاعمی خواهیمکنیمفرض
آن قدرمی گذاریم؛مسطحزمینرویراMNآینه.کنیم

آینهدررادرختنوکبتوانیمکهمی شویمدورآناز
باCPDوAPBزاویه هاینور،انعکاسقانونبنابر.ببینم

.متشابه اندهمباCDPوABPمثلث هایومساوی اندهم
با.می کنیماندازه گیریراCDوCPوAPطولسهحال

.می آیددستبهدرخت(AB)طولفرمول،درجاگذاری

AB

A𝑃
=

𝐶𝐷

𝐶𝑃

25



:  حل بعضی از مسائل به کمک عکس برداری

:  تعیین شدت میدان گرانش

می کندسقوط′ZZقائمامتداددرکهراگلوله ای.الف
توالیمزمانیفواصلدرگلولهایناز.می گیریمنظردر

.یریممی گعکساستتتابرابریکهراندازهکهکوتاه
گردانمسدودکنندهیکمنظوراینتأمینبرای

این.می دهیمقرارعکاسیدستگاهعدسیجلوی
کهDقرصیکازاستعبارتگردانمسدودکننده

شدهدرستمساویفواصلبهسوراخ هاییآنروی
.می چرخدخودمحوردوریکنواختسرعتباواست

ودمی شگرفتهگلولهآزادسقوطازکهعکسیدر.ب
لکه هاییبه دست آمدهتصاویر،Pحساسپلاکرویبر

تعلبهاینومی شونددرازتربه تدریجکههستند
ابقطعات.استگلولهسقوطسرعتسریعافزایش
فواصلدرگلولهکه...وAB،DE،CD،BCفواصل
از.متناسب انداستپیمودهᎾمتوالیزمانی

:می آیددستبهچنینمذکوراندازه های

،استشدهبردهکاربهکهعکس برداریدستگاهدر
ندهمسدودکنواستدستگاهعدسیخطیبزرگ نمای

هگلولمتوالیعکس هایکهمی شودموجبآنگردان
اکنون.شودگرفته0.0001زمانیفواصلعکاسیبه

شدتیعنیمقدارمذکورداده هایبامی خواهیم
.کنیمحسابراگرانشمیدان

پاره خطداریم10نسبتبهتجانسیکمسئلهایندر
ABپاره خطمجانسabدر.استمرکزبهنسبت

اهیمبخواگر.استنشدهرعایتتجانسنسبتشکل
دهOAپاره خطکهکنیمرسمطوریراشکلکه

بزرگخیلیشکلآنگاهباشد،oaپاره خطبرابر
فواصلکهمی دهدنشانتجانساین.می شود

DE،CD،BC،AB،زمانیفواصلدرگلولهکه...و
بتنسقدرباحسابیتصاعدیکمی پیمایدᎾمتوالی
:داریمطرفیازمی دهندتشکیلسانتی متر3.84

:پس

:محاسبه دقت

:  اساس هندسی میزهای تاشو

Oنقطهدرکهرا′lوlخطدو:تالسقضیه
راBوAدونقطهاگر.می گیریمنظردرمتقاطع اند

′Bدونقطهوlخطروی و A′خطرویراl′طوری
باشند،موازی′𝐵𝐵و′𝐴𝐴خطدوکهکنیماختیار
.استبرقرارزیررابطهآنگاه

Oنقطهدرکهرا′lوlخطدو:تالسقضیهعکس
رویراBوAنقاطاگر.می گیریمنظردرمتقاطع اند،

اختیارطوری′lخطرویرا′Bو′Aنقاطوlخط
قضیهعکسباشد،برقرارتالسقضیهرابطهکهکنیم

.استبرقرارنیز

شدهاستفادهتاشومیزهایاساسبرایقضیهعکساز
زیررابطهکههستندبه طوری′OوOنقاط.است
Oسوراخ هایازراCDوABمیله دو.باشدبرقرار

طهنقرویمیلهدووقتی.می کنیموصلهمبه′Oو
Oمی چرخندABCDعکسطبقامامی کند،تغییر

همباهموارهBDوACفرضیخطوطتالسقضیه
.موازی اند

𝑟 = g𝜃226



Uبه صورتمیله هاییازمیزپایه هایبرای
ازیکیهمین طورومی شوداستفادهبرعکس

.ودشتاراحت ترتامی شودساختهکوتاه ترپایه ها
یوقتکهمی شودنتیجهتالسقضیهاساسبر

الابقسمتبگیرند،قرارزمینرویمیزپایه های
.بودخواهدزمینموازی

:تابلویی از موزه لوور

لیسپ.شددزدیدهلوورموزهازتابلوییتاریخیدر
پیداشدنباهم زماناماکرد،پیدارادزدفرانسه

انسهفرپلیس.شددزدیدهرُمموزهازتابلوییدزد،
اایتالیپلیسبرایرالوورموزهدزدمشخصات

اتمشخصاین.شدپیدانیزرمُموزهدزدوفرستاد
وریشولباسمانندغیرثابتخصوصیاتشامل

تصوردقیقاجزایمشخصاتاین.استنبودهمو
طیافرادصورتعضوهاینسبتچونبوده اند؛
.می ماندثابتونمی کندتغییرسال ها

:زرّیننسبت

ی هامعماربیشترزیباسازیبرایزریننسبتاز
زاقدیمیونانساختمان هایدر.می شوداستفاده

واستشدهاستفادهمکرربه صورتنسبتاین
عثبانسبتاینازاستفادهفرانسهدرهمچنین

.استشدهساختمان هاچشمگیرشدن

:عَلمَ

وضعدراگرکهاستمفروض شکلیکعلم
دجدیشکلبگذاریمدیگرشکلکنارمناسب
زیرشکلدر.بودخواهداصلیشکلمتشابه

.می نامندعَلَمراهاشورخوردهقسمت های

:زرّینمستطیل

ضلعرویومی گیریمنظردرراABCDمستطیل
حال.می سازیمراCDEFنامبهمربعیآنبزرگ تر

کمحبایدباشدمستطیلعَلَممربعکهآنبرای
:باشدبرقرارزیر

درbبرابرراBCاندازهوaبرابرراABاندازهاگر
:استبرقرارزیرفرمولبگیریم،نظر

به جایحال
𝒂

𝒃
زیراتحاد.می دهیمقرارراtمتغیر

:می شودحاصل

اسخپباشند،منفینمی تواننداضلاعازآنجاکهو
:بودخواهدچنین

آنتقریبیمقدارکهاستگنگعددیکاین
هگفتزرّیننسبتنسبت،اینبهاست1/618
برابرنآضلعدونسبتکهمستطیلیبهومی شود

t،می شودگفتهزرّینمستطیلباشد.

:پانتوگراف

ایبردستگاهیکمتحرکنقالهیاپانتوگراف
می توانآنازاستفادهباواستداده هامقایسه

کاربردچند.کردکوچکیابزرگرامقیاس ها
ن،معیمقیاس هایدرنقشه هاکشیدنپانتوگراف

رویمتفاوتاندازه هایدرمتشابهاشکالبریدن
ومهمجسرویفضاییاشکالمتشابه سازیوفلز

.استآنامثال

شکلهموارهکهاستدستگاهیپانتوگراف
زاتعمیمیومی کندحفظراخودمتوازی الاضلاع

شیدنکمجانسدستگاه،اینبا.استتالسقضیه
.بودخواهدراحتبسیار

𝐀𝐁

𝑩𝑪
=

𝑨𝑬

𝑬𝑭

𝒂

𝒃
=

𝒂+𝒃

𝒂

𝒕2 − 𝒕 − 1 = 0
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راوجودوحدتاصلبخواهدکهاستهنرمندیموردنیازابزارسهازیکیهندسه
.داردشش هزارسالهسابقهایرانهنردرهندسینقوشپیدایش.کندبیان

اهیممفچهشاملمی تواندنقوشاینکهببینیمحاضرتحقیقدرمی خواهیم
است؟هستیعالمدرچیزیچهنمادنقشهروباشدرمزی

معناینظرازکهمی گیردقرارمتناظرعددیبااشکالازکدامهرهندسهدر
یهندسنقوشساختاربامتناظراعداداینودارندمطابقتیکدیگربارمزی
.است

عرضهخدانمادبه عنواناغلبودهدارائهراوحدتاصلمی تواندیکعدد
کثرتنیرویودوگانگیاصلدوعدداست،نقطهبیانگرشکلنظرازومی شود

ثلثمیکبه عنوانسهعدددارد،مطابقتخطبهشکلنظرازومی کندعرضهرا
ودوجنخستینچهارعدددارد،مطابقتسطحباومی دهدارائهراتثلیثاصل

.می نمایدرامربعشکلنظرازومی دهدارائهراطبیعتجهانیعنیمتولد

دایره

دررفتهبه کارنقوشبنیادی ترینازوبشرینمادهایرازآمیزترینازیکیدایره
اضافاتننداشتویکدستیهمگونی،کمال،نمادشکلاین.استایرانیکهنآثار

.است

لوزیومربع

کمالزمین،نمادکههستندهندسینقوشبنیادی ترینازیکیلوزیومربع
باغ هامثلرمحصومکان هایکاملنوعمربع.یکپارچگی اندوتغییرناپذیریایستا،

.می سازدنمادینرااستحکاموپایندگیواستحیاط هاو

چلیپا

تپیشرفنشانهنماداین.استدائمیباززایشومدارظهور،عمل،نمادچلیپا
انندممفاهیمیودانستهخورشیدنمادراآنبعضیاست،جهانیاواقعیتقوی

.کرده اندبیانآنبرایراخوشبختیوحاصلخیزیروشنایی،

گره

رند،می گیقرارهمدیگرکناردرکههستندپیچیده ایهندسیالگوهایگره ها
جشطرنبه عنوانراگره ها.می کنندپرراسطوحوهستندمشخصقواعددارای

،باشدمسلطکارشبرومتبحرخیلیکهمعماریهرزیرامی دانند؛معماران
کهنیستساده ایکارگرهایجادهمینبرای.می زندگرهطراحیبهدست

.کندخلقراآنبتواندهرکسی

پارامتریسیسم

بهمی شود،یادپارامتریکمعماریمعماری،حوزهدرآنچهیاپارامتریسیسم
تاتاسدرصددشوماخر،پاتریکآنبنیان گذاراناصیل ترینازیکیتعبیر

و وارریاضیروندازاستفادهباوکندتولیدبازدیگربه گونه ایراتزئینات
است،شدهلحاصبرنامه نویسیبرمبتنینرم افزارهایکمکبهکهسیستماتیکی

اینکهاستذکربهلازم.دهدقرارتحت تأثیرراجهانمعماریغالبجریان
.استسرمایه دارینظاموصنعتیدنیایزادهخودمعماری،ازشاخه
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